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как динамический и пороговый (см. подробно 
[4, с. 139; 3, с. 57; 7; 6; 13]). Пороговый класси-
фикационный разрез учитывает уровень одно-
значности определения границ совокупности 
(отдельных типов) в статистическом иссле-
довании общих совокупностей. В этой связи 
можно выделить четкие, пороговые и нечеткие 
совокупности. Идентификация четкой, поро-
говой или нечеткой совокупности равнозначна 
решению задачи типологии данных [3-5, 8, 10, 
15, 14, 16, 19].

Инструментарий исследования. Пороговые 
совокупности - это такие реальные множества, 
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Введение. Вопросы статистического исследо-
вания нестабильности совокупности (изменчи-
вость, неопределенность состава, непостоянс-
тво структуры) до недавнего времени оставались 
вне пристального внимания специалистов. 
Используемые в статистической теории различ-
ные классификации совокупностей не в полной 
мере отвечают современным требованиям и не 
позволяют решать весь спектр поставленных пе-
ред статистикой задач в условиях возрастающей 
турбулентности. Это определило необходимость 
исследования дополнительных классификаци-
онных разрезов реальных совокупностей, таких, 

Работа содержит обобщение результатов авторских исследований общих совокупностей, в частности решение вопросов 
статистического изучения нестабильных совокупностей. Постановка задачи базируется на идее определения границ групп при 
проведении классификации нечетких и пороговых совокупностей с использованием метода декомпозиции смеси вероятностных 
распределений. В статье рассмотрен опыт разбиения реальной совокупности, представляющей собой конечную смесь вероят-
ностных распределений, на частные совокупности; решается задача определения правил и критериев нахождения пороговых 
значений, которые позволят четко обозначить переходы одного качественного состояния явления в другое. Пороговому значению, 
определяющему границы частных совокупностей, будет соответствовать величина явления на пересечении кривых вероятностных 
распределений, выделенных из смеси. В исследовании применяется EM-алгоритм - инструментарий, используемый в математи-
ческой статистике для нахождения оценок максимального правдоподобия параметров вероятностных моделей, в случае, когда 
модель зависит от некоторых скрытых переменных.

Предложенная схема идентификации пороговых совокупностей нашла практическое применение при исследовании совокуп-
ности наемных работников России по размеру начисленной заработной платы; может использоваться как механизм определе-
ния оптимальной величины минимального размера оплаты труда. Такую величину предложено установить в качестве научно 
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отнесение единиц к которым происходит на базе 
статистических критериев, вводимых искусствен-
ным путем. Установление пороговых значений 
приводит к разбиению изначальной, качествен-

но неоднородной совокупности на однородные 
частные совокупности. Общая схема статисти-
ческого исследования пороговых совокупностей 
представлена на рис. 1.

Рис. 1. Общая схема статистического исследования пороговых совокупностей

В качестве примера пороговых совокупностей 
можно привести совокупность наемных работни-
ков по размеру начисленной заработной платы. 
Как известно, уровень заработной платы зависит 
от установленного в законодательном порядке 
минимального размера оплаты труда. Минималь-
ный размер оплаты труда (МРОТ) - гарантируе-
мый государством размер месячной заработной 
платы за труд неквалифицированного работника, 
полностью отработавшего норму рабочего време-
ни при выполнении простых работ в нормальных 
условиях труда; минимальная заработная плата 
[17]. Минимальный размер оплаты труда и будет 
своеобразным «порогом» для всей совокупности, 
введенным в целях искусственного регулирования 
государством оплаты труда населения. 

Полученные в результате разделения генераль-
ной совокупности множества, типы подчиняются 
определенным законам развития, присущим еди-
ницам данной частной совокупности. Однако на 
практике статистический учет единиц генераль-
ной совокупности происходит одинаково, без 
учета особенностей каждой частной пороговой 

совокупности, что приводит к уменьшению ка-
чества, достоверности и точности статистической 
информации.

Учитывая вышесказанное и то, что установ-
ление границ - порогов совокупности носит 
субъективный характер (не всегда имеет место 
содержательное обоснование его величины), 
перед исследователем стоит задача определения 
объективных правил и критериев нахождения 
пороговых значений, чтобы они четко обозна-
чали переходы одного качественного состояния 
явления в другое. Есть достаточно много мето-
дов и алгоритмов, направленных на решение 
этой проблемы; в данной работе остановимся 
подробнее на опыте разбиения реальной сово-
купности на частные подсовокупности (типы), 
рассматривая исходную совокупность как ко-
нечную смесь вероятностных распределений. В 
результате разделения смеси на составляющие ее 
компоненты получаем объективный порог. Поро-
говое значение будет соответствовать величине 
явления на пересечении кривых вероятностных 
распределений.

Ограничение объекта наблюдения
формирование основы генеральной совокупности
формирование системы показателей, характеризующих исследуемое яв-
ление




Анализ структуры и структурных сдвигов совокупности 
(как характеристика нестабильности и неоднородности), 

классификация совокупности

построение гистограммы (полигона)
анализ структуры и структурных сдвигов
оценка однородности совокупности
классификация по динамическому разрезу
проверка на наличие порогов







Анализ рядов распределения

аппроксимация фактического распределения теоретическому
разделение смеси распределений (в случае невозможности подбора теоре-
тического распределения) на две и более частей




Определение пороговых значений

установление критериев определения порогов и последствия перехода из 
одной группы в другую (льготы, субсидии, пособия, изменение системы 
налогообложения)
определение критических точек перехода из группы в группу
установление фактических границ групп






Оценка уровней основных параметров совокупности,  
выводы и закономерности развития
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Конечной смесью распределения называют 
распределение вероятностей, представляющее 
собой линейную функцию некоторого числа 
компонент распределений вероятностей [9; 11, 
с. 305; 18]. Такие распределения используются 
для моделирования совокупностей, которые 
предположительно содержат отдельные группы 
наблюдений или отдельные группы (типы) еди-
ниц совокупности. Первоначальным примером 
применения такого распределения является 
распределение, смешанное из двух нормальных 
и примененное Пирсоном в 1894 г.:

( ) ( , ) ( ) ( , ),σ σ= + −
1 1 2 2

1f x pN x p N x

где p - доля первой группы в совокупности;  x
_

1
, σ

1
 - соот-

ветственно средняя и среднеквадратическое отклонение 
переменной в первой группе; x

_
2
, σ

2
 - соответствующие 

значения во второй группе. 

Решить задачу распределения смеси - значит 
по имеющейся выборке классифицируемых 
наблюдений, извлеченной из генеральной сово-
купности, являющейся смесью частных одномо-
дальных совокупностей известного параметри-
ческого вида, построить статистические оценки 
для числа компонентов смеси, их удельных весов 
и параметров, их определяющих. В теоретическом 
варианте задача расщепления смеси заключается 
в восстановлении компонентов смеси и смеши-
вающей функции (удельных весов) по задан-
ному распределению всей (то есть смешанной) 
генеральной совокупности и называется задачей 
идентификации компонентов смеси (см. также 
[1, 2, 9, 18, 20]). 

В прикладных расчетах используется значи-
тельное число методик разделения смесей распре-
деления. Каждый метод имеет свои достоинства 
и недостатки, связанные как со сложностью 
вычислений, так и с точностью полученных ре-
зультатов.

В нашем исследовании был применен EM-
алгоритм, используемый в математической ста-
тистике для нахождения оценок максимального 
правдоподобия параметров вероятностных моде-

лей, в случае, когда модель зависит от некоторых 
скрытых переменных. 

Основное предположение EM-алгоритма 
заключается в том, что исследуемое множество 
данных может быть смоделировано с помощью 
линейной комбинации многомерных распределе-
ний, а целью является оценка параметров распре-
деления, которые максимизируют логарифмичес-
кую функцию правдоподобия. Каждая итерация 
алгоритма состоит из двух шагов, известных как 
E, или шаг ожидания (от Expectation step), и M - 
шаг максимизации (от Maximization). На первом 
шаге ожидаемое значение логарифмической фун-
кции правдоподобия основано на наблюдаемых 
данных; на этом этапе находят текущие оценки 
параметров. На M-шаге эта функция максими-
зируется для получения улучшенных оценок па-
раметров, которые увеличивают правдоподобие. 
Шаги чередуются до достижения сходимости. В 
некоторых случаях данный алгоритм может схо-
диться очень медленно. 

Реальный МРОТ в качестве порогового значения 
группировки наемных работников по размеру опла­
ты труда. Применение методов разделения смеси 
распределений осуществлялось на примере сово-
купности наемных работников, попавших в выбо-
рочное обследование, проводимое Федеральной 
службой государственной статистики (Росстатом) 
в апреле каждого года, по размеру оплаты тру-
да [12]. Для исследования были использованы 
официальные данные Росстата о распределении 
численности работников по размерам начислен-
ной заработной платы за 2000-2011 гг. Все данные 
представлены в таблице 1 и на рис. 2.

В результате вычислений было выявлено: со-
вокупность-смесь подчиняется логнормальному 
распределению, что в принципе соответствует 
общепринятым представлениям о законе рас-
пределения заработной платы наемных работни-
ков. Вероятность принятия нулевой гипотезы о 
логнормальном законе распределения в среднем 
равна 84% (использовались пакеты программ: 
Microsoft Office Excel, StatSoft, STATISTICA, 
Wolfram Mathematica). 

Таблица 1

Распределение численности работников по размеру начисленной заработной платы за 2000-2011 гг. 
(в процентах) 

Заработная плата, рублей 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011

До 1000,0 34,1 28,4 14,7 11,5 6,9 4,0 2,9 1,0 - - - -

1000,1-1800,0 23,7 21,3 16,8 14,3 10,7 7,8 5,2 2,9 1,3 - - -
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Если в качестве рабочей гипотезы принять 
предположение о том, что ряд распределения по 
заработной плате, например за 2011 г., деформи-
рован систематической ошибкой наблюдения, 
вызванной сокрытием уровня заработной платы, 
естественно будет ожидать повышенной концен-
трации численности около порогового значения 
(МРОТ) и соответственно предположить, что 
левая часть совокупности может быть описана 
одним распределением вероятностей, в то время 
как правая часть может быть аппроксимирована 
другим, то есть данную совокупность можно раз-
бить на две группы (две частные совокупности). 
Граница между этими группами, по нашему мне-
нию, и должна соответствовать минимальному 
размеру оплаты труда.

Отметим, что при последующем разбиении 
смеси на составляющие совокупности видно, что 
оптимальной является декомпозиция смеси на 
два компонента с нормальным и логнормальным 
законами распределения вероятностей.

Данная ситуация наиболее характерна для 2002, 
2004, 2009, 2010 и 2011 гг. В результате декомпози-
ции образуются два распределения-компонента. 
Первый - «левый» компонент аппроксимируется 
нормальным законом распределения; второй - 
«правый» компонент - логарифмически нормаль-
ным законом распределения. Формирование пер-
вой группы идет под влиянием порога (размера 
МРОТ) - наблюдается резкий всплеск количества 
наблюдений вокруг порога; вторая группа соот-
ветствует экономическому закону распределения 

заработной платы населения. Отметим также, что 
вероятности принятия нулевых гипотез о данных 
распределениях выше, чем вероятность принятия 
гипотезы о логнормальном распределении всей 
совокупности (89 и 91% соответственно).

Таблица 2

Официальный и «естественный» МРОТ в РФ  
в 2002, 2004, 2009-2011 гг.  

(рублей)

Год Официальный 
МРОТ 

«Естественный» 
МРОТ

Отставание

2002 400 3400 -3000

2004 600 5800 -5200

2009 4330 7400 -3070

2010 4330 8200 -3870

2011 4493 8200 -3707

Окончание таблицы 1

Заработная плата, рублей 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011

1800,1-2600,0 15,1 15,3 15,5 13,5 11,1 8,8 6,8 4,4 2,4 - - -

2600,1-3400,0 9,3 10,2 12,8 11,7 10,7 9,1 7,2 5,1 2,9 - - -

3400,1-4200,0 5,5 6,6 9,2 9,2 9,1 8,4 6,9 5,7 3,6 2,6 1,8 1,5

4200,1-5000,0 3,5 4,6 7,0 7,6 8,1 7,8 6,8 5,7 4,2 6,9 4,8 4,7

5000,1-5800,0 2,3 3,2 5,2 6,0 7,0 7,0 6,3 5,5 4,4 4,4 4,2 3,3

5800,1-7400,0 2,6 3,8 6,6 8,3 10,3 11,2 11,6 10,9 8,8 8,7 7,8 6,9

7400,1-9000,0 1,5 2,2 3,9 5,3 7,3 8,8 9,4 9,4 8,3 8,2 7,5 6,6

9000,1-10600,0 0,8 1,3 2,4 3,5 4,9 6,5 7,5 8,2 8,0 7,8 7,1 6,6

10600,1-13800,0 0,8 1,3 2,5 3,8 5,7 8,0 10,2 12,8 14,1 13,9 13,3 12,4

13800,1-17000,0 0,4 0,7 1,3 2,0 3,0 4,5 6,4 8,4 10,3 11,2 11,2 11,1

17000,1-20200,0 0,4
0,7

0,7 1,1 1,7 2,6 4,0 5,7 7,8 8,5 9,1 9,3

20200,1-25000,0 - 0,6 0,9 1,4 2,1 3,4 5,2 7,8 8,8 9,9 10,5

25000,1-35000,0 -
0,3 0,6 1,1

1,2 1,9 3,0 4,9 8,1 9,6 11,3 12,6

35000,1-50000,0 - 0,6 0,8 1,4 2,4 4,5 5,3 6,7 7,9

50000,1-75000,0 - 0,1 0,2 0,1 0,2 0,4 0,6 1,1 2,2 2,6 3,3 4,1

Свыше 75000,0 - - - 0,1 0,1 0,2 0,4 0,7 1,3 1,5 2,0 2,5

Источник: [12].
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Рис. 2. Эмпирические плотности распределения работников 
РФ по начисленной заработной плате в 2000-2011 гг.

Источник: [12].
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Величина заработной платы, равная значению 
на пересечении распределений двух совокупнос-
тей-компонентов, - это своеобразный «естествен-
ный» МРОТ. Размеры предлагаемого («естествен-
ного») и реально действующего (официального) 
МРОТ для сравнения занесены в таблицу 2.

Резюмируя, отметим, что результаты прове-
денных расчетов, помимо всего прочего, не оп-
ровергают гипотезу о наличии систематической 
ошибки наблюдения, скорее всего возникшей 
из-за сокрытия респондентами размеров своей 
заработной платы. Для выведения хотя бы части 
реальной заработной платы из теневого сектора, а 
также в целях повышения точности статистичес-
ких данных, придания дополнительного стимула 
для развития российской экономики необходимо, 
по нашему мнению, установить научно обосно-
ванный минимальный размер оплаты труда на 
уровне «естественного» МРОТ. 
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The paper contains a summary of results of original research of total aggregates, to be specific, solving the issues of statistical 
investigation of aggregate instability. The setting of the problem is to establish the groups’ boundaries for classification of fuzzy and 
threshold aggregates using the method of mixture decomposition of probability distributions. The article presents the experience of 
breaking down real aggregate represented as a final mix of probability distributions on private aggregates. The issue of setting objective 
rules and criteria for finding threshold values, that will clearly identify the transitions from one qualitative condition of the phenomena 
to another, are solved. Threshold value determined by the boundaries of private aggregates will correspond to the occurrence size at the 
intersection of curves probability distributions, extracted from the mixture. The study used EM-algorithm to find maximum likelihood 
of parameters of probabilistic models, when a model depends on some hidden variables.

The proposed scheme of threshold aggregates identification has found practical application in the research of the population of 
Russian employees by level of accrued wages and can be used for establishing the optimal value of minimum monthly wages. It is rec-
ommended that such a value is to be set as a science-based minimum wage of employees in the Russian Federation. This will allow to 
bring out a part of the real wage from shadow sector and to give additional incentive for development of the economy.

The official data from the Federal State Statistics Service on average per capita income for a number of years was used.

Keywords: classification as a statistical method, threshold aggregates, a mixture of probability distributions.
JEL: С46, С65, J31.
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