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Процедура комплексирования частично известного вектора квартальных данных рассматривается в статье как способ 
идентификации неизвестных компонент этого вектора на основе структурной информации, содержащейся в его известных 
компонентах и в заранее выбранной эталонной макроэкономической матрице. Иными словами, рассматриваемая задача ком-
плексирования вектора квартальных данных сводится к «достраиванию» неизвестной его части по известной на основе косвенной 
априорной информации.

Статью открывает формальная постановка общей задачи комплексирования вектора вместе с ее экономико-статистиче-
ской интерпретацией для случая согласования квартальных счетов производства. Получено общее аналитическое решение задачи 
комплексирования вектора строчных сумм на основе блочного разбиения эталонной матрицы с неотрицательными элементами 
в виде линейной модели. Показано, как применять полученное решение для комплексирования вектора выпуска продуктов в от-
четном квартале с использованием эталонной матрицы, ассоциированной с соответствующим кварталом предыдущего года, 
и как эвристически оценивать погрешность расчетов для отчетного квартала, анализируя отклонение расчетного вектора от 
гомотетического луча, определяемого эталонной матрицей. Предложено обобщение аналитического решения задачи комплек-
сирования для совместной корректировки квартальных итогов производства в отчетном году с целью приведения их в точное 
соответствие с годовыми данными. Особое внимание уделено эвристической оценке погрешности расчетов для отчетного года 
на основе анализа различия между системой расчетных квартальных векторов и гомотетией их суммы (вектора-столбца 
окаймляющих итогов эталонной годовой матрицы). В заключение даны рекомендации по повышению надежности результатов 
комплексирования квартальных векторов в практических ситуациях.

Ключевые слова: задача комплексирования вектора, эталонная матрица, блочное разбиение матрицы, комплексирование 
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Completing a partially known vector of quarterly data is considered in the article as a way to identify unknown components of this vector 
based on structural information contained in its known components as well as in the preselected reference macroeconomic matrix. In other 
words, the problem of completing a quarterly vector is reduced to «upbuilding» its unknown part according to the known one based on indirect 
a priori information.

The article opens with a formal statement of the general problem of completing vector data together with its economic and statistical 
interpretation as applying to reconciling the quarterly production accounts. A general analytical solution to the problem of completing the 
vector of row sums is obtained on the basis of block partitioning of a reference matrix with nonnegative elements in the form of a linear model.  
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It is shown how to use the obtained solution for completing the product output vector in the reporting quarter using the reference matrix associated 
with the corresponding quarter of the previous year, and how to heuristically estimate the calculation imprecision rate for the reporting quarter 
by analyzing the deviation of the calculated vector from the homothetic ray determined by the reference matrix. Further generalization of the 
analytical solution of the completing problem for the joint adjustment of quarterly production results in the reporting year in order to bring them 
into exact correspondence with the annual data is proposed. Particular attention is paid to heuristic estimating the imprecision rate in calcula-
tions for the reporting year based on the analysis of the difference between the system of calculated quarterly vectors and a homothety of their 
sum (i. e., column vector of the row margin totals for the reference annual matrix). In conclusion, recommendations to improve reliability of 
the completion results for quarterly vectors in practical situations are given.
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data in reporting year, estimates of calculation imprecision rate.
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Универсальная задача моделирования вектор-
ных и матричных макроэкономических структур 
при построении квартальных национальных сче-
тов в режиме отчетного квартала сводится к по-
строению априори неизвестной прямоугольной 
квартальной матрицы по частично или полностью 
известному вектору-столбцу ее окаймляющих 
итогов и с использованием других структурных 
данных за соответствующий квартал предыду-
щего года. В свою очередь, универсальная за-
дача моделирования векторных и матричных 
макроэкономических структур при разработке 
квартальных счетов в режиме отчетного года за-
ключается в построении комплекта априори не-
известных прямоугольных квартальных матриц, 
сумма которых равна заданной годовой матрице, 
по набору частично или полностью известных 
векторов-столбцов окаймляющих итогов этих 
квартальных матриц и годовой матрице.

Первичные оценки макроэкономических по-
казателей ввиду обычного для статистической 
практики недостатка исходных данных форми-
руют, как правило, лишь часть компонент квар-
тальных векторов с элементами, исчисляемыми 
в разрезе продуктов. В связи с этим при построе-
нии квартальных счетов возникает необходимость 
оценивания остальных (неизвестных) компонент 
квартальных векторов с использованием тех или 
иных косвенных макроэкономических данных 
и математических методов. Таким образом, при 
моделировании векторных и матричных макро-
экономических структур для построения квар-
тальных счетов требуется реализовать процедуру 
комплексирования частично известных квар-
тальных векторов на основе структурных харак-
теристик априори заданной эталонной матрицы, 

а также (в режиме отчетного года) обеспечить 
согласование построенных квартальных векторов 
с годовыми данными.

Настоящая статья посвящена разработке ори-
гинальных алгоритмов и процедур указанного 
комплексирования и согласования векторов. Раз-
работанные алгоритмы носят универсальный ха-
рактер, но тем не менее для удобства изложения 
и облегчения восприятия материала текст статьи 
подготовлен на лексическом примере квартальных 
и годовых оценок выпуска продуктов и отраслей.

Формальная постановка общей задачи 
комплексирования вектора

Пусть имеется прямоугольная матрица V раз-
мерности N × M с неотрицательными элемента-
ми и N-мерным вектором-столбцом строчных 
сумм r = VeM, где eM – суммирующий вектор (англ. 
summation vector, вектор с единичными компонен-
тами) размерности M × 1. Представим вектор r 
в виде конкатенации подвектора-столбца r1 раз-
мерности L × 1, где L < N, и подвектора-столбца r2 
размерности (N − L) × 1, то есть положим
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Кроме того, пусть задан некоторый вектор  
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с неизвестным подвектором-столбцом  размер-
ности (N − L) × 1. Вектор (1) здесь рассматрива-
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ется как вектор строчных сумм элементов неко-
торой неизвестной матрицы , часть компонент 
которого задана априори.

Общая задача комплексирования частично 
известного вектора строчных сумм  заключа-
ется в использовании экзогенного подвектора    
и структурной информации, содержащейся в ис-
ходной (эталонной) матрице V, для идентифи-
кации компонент неизвестного подвектора . 
Таким образом, под процедурой комплексиро-
вания вектора здесь понимается «достраивание» 
неизвестной его части по известному подвектору 
на основе косвенных априорных данных.

Подобная задача известна в теории машинно-
го обучения (англ. machine learning) под собира-
тельным термином «завершение матрицы» (англ. 
matrix completion) и связана с восстановлением не-
известных элементов частично наблюдаемой ма-
трицы (см., например, [1]). Следует подчеркнуть, 
что доминирующим инструментальным подходом 
в этой научной области является использова-
ние критерия минимизации ранга «завершенной» 
матрицы, соответствующие элементы которой 
в точности совпадают с известными априори [2]. 
Операциональность подхода опирается на до-
казательство того факта, что при выборочном 
характере наблюдений и их достаточном количе-
стве задача минимизации ранга искомой матри-
цы с высокой вероятностью имеет единственное 
решение [3]. Однако вполне очевидно, что столь 
формальный критерий не применим к таким вза-
имосвязанным объектам макроэкономической 
статистики, как квартальные национальные счета.

Матрица выпуска и экономико-
статистическая интерпретация задачи

В мировой статистической практике общая за-
дача комплексирования вектора в сформулирован-
ной выше постановке ранее не рассматривалась. 
Тем не менее она представляется вполне актуаль-
ной и полезной при разработке и балансировке 
счетов производства (квартальных и годовых) в ус-
ловиях, когда своевременное построение полной 
системы предварительных оценок суммарных объ-
емов выпуска продуктов по кварталам данного 
года на основе первичных статистических данных 
(англ. basic statistics, basic data) сопряжено со зна-
чительными информационными трудностями [4] 
и некоторые оценки выпуска продукции оказы-

ваются настолько ненадежными, что их лучше 
исключить из дальнейших расчетов (см. [5], раздел 
«Неполнота системы экзогенных предварительных 
оценок»). При этом V здесь интерпретируется как 
прямоугольная матрица выпуска продукции в сто-
имостном выражении по N видам экономической 
деятельности (продуктам) и по M отраслям эконо-
мики (англ. production matrix), а r – как вектор сум-
марных объемов выпуска каждого продукта во всех 
отраслях (англ. product marginal totals).

Применительно к счетам производства про-
цедура комплексирования вектора оказывается 
полезной в двух практических ситуациях.

Первая из них связана с построением квар-
тальных счетов производства в режиме отчетного 
квартала (за I, II и III кварталы текущего года) 
в условиях, когда годовая матрица выпуска про-
дукции еще не известна. В этой ситуации роль 
эталона V играет матрица выпуска продукции 
в соответствующем квартале предыдущего года, 
а подвектор  определяется на основе первичных 
статистических данных (и логических схем их 
обработки, представленных на Fig. 4.1 и Fig. 5.1 
в авторитетных международных руководствах [6 
и 7] соответственно) или путем построения ак-
туальных и относительно надежных квартальных 
оценок, например на базе информации об объемах 
отгруженных товаров собственного производства, 
выполненных работ и услуг собственными силами 
по отдельным видам экономической деятельности 
с помощью усовершенствованного пропорцио-
нального метода экстраполяции Дентона (англ. 
enhanced proportional Denton extrapolation method) 
[8, par. 6.33, 6.34] или пропорционального метода 
бенчмаркинга Шолетта – Дагум с авторегрессион-
ной ошибкой первого порядка (англ. proportional 
Cholette – Dagum benchmarking method with first-order 
autoregressive error) [9; 10, par. 6.51–6.61].

Другая ситуация возникает при корректиров-
ке квартальных счетов производства в режиме 
отчетного года с целью приведения их в точное 
соответствие с годовыми данными о выпуске про-
дукции. Здесь в качестве эталона V естественно 
выбрать годовую матрицу выпуска продукции, 
а набор квартальных подвекторов , компоненты 
которых согласованы с годовыми окаймляющими 
итогами r1, определяется на основе построенных 
ранее фрагментов квартальных счетов для отчет-
ного года с помощью специальных методов – на-
пример, с использованием оригинальных резуль-
татов, изложенных в статье [5].
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Решение общей задачи комплексирования 
вектора

Для решения поставленной задачи требуется 
установить формальную связь между векторными 
фрагментами r1 и r2 окаймляющих итогов задан-
ной эталонной матрицы V. Постулируя эту связь 
в линейной форме, положим r2 = FV  r1, где FV  – не-
известная прямоугольная матрица размерности 
(N – L) × L с элементами, зависящими от данных 
о структуре матрицы V.

В качестве структурных характеристик матри-
цы V естественно рассмотреть две N × M матрицы 
ее вертикальной и горизонтальной структуры:

   G V e V VcN� � �
� �1 1  и H Ve V r VM� �

� �1 1 ,	 (2)

где c V eN� �  и r = VeM – векторы-столбцы столб-
цовых и строчных сумм элементов V размерно-
сти M × 1 и N × 1 соответственно, надстрочным 
символом «штрих» обозначена операция транс-
понирования матриц (векторов), а заключение 
символа вектора в угловые скобки « ⋅ » (или знак 
«‸» над ним) обозначает его преобразование в ди-
агональную матрицу соответствующего порядка 
с элементами этого вектора на главной диагонали 
[11, p. 697]. Здесь неявно предполагается, что дан-
ная матрица V с неотрицательными элементами 
не содержит нулевых строк и/или столбцов.

Из определений (2) следует, что матрицу V 
можно представить как в виде V Gc=  так и в аль-
тернативном виде V rH= , откуда

  r Ve Gce GcM M= = = , c V e H re H rN N� � � � � � .	 (3)

После транспонирования левой и правой ча-
стей второй формулы (3) на основе дихотомиче-
ского разбиения матрицы H имеем:
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где E
N

 – прямоугольная матрица размерности 
L × N, образованная верхними L строками еди-
ничной матрицы EN порядка N, а EN  – прямоу-
гольная матрица размерности (N – L) × N, образо-
ванная нижними N – L строками той же единич-
ной матрицы. Таким образом, матрица E H

N  ох-
ватывает верхние L строк матрицы H, а матрица 
E HN  состоит из ее нижних N – L строк.

Подставив транспонированное соотноше-
ние (4) в первую формулу (3), получим уравне-
ние связи векторов r, r1 и r2 в линейной форме:

r Gc GH E r GH E r
N N� � � � � � �1 2 .

Умножая обе его части на матрицу EN  сле-
ва и учитывая то очевидное обстоятельство,  
что E r rN = 2 , имеем:

	 r E GH E r E GH E rN N N N2 1 2� � � � � � .	

Перегруппировав члены и разрешив последнее 
уравнение относительно r2, получим следующую 
линейную зависимость вектора r2 от r1:

	 r E E GH E E GH E rN L N N N N2

1

1� � � �� � � �
�

�
,	 (5)

где квадратная матрица в круглых скобках имеет 
порядок N – L.

Здесь важно подчеркнуть,  что при 
� � � �� � � � �r r ,r e VM1 2  уравнение (5) представляет со-

бой тождество, справедливость которого, как по-
казано выше, вытекает из равенств (2), определя-
ющих структурные матрицы G и H.

Комплексирование вектора выпуска 
продуктов в отчетном квартале

Установленная линейная связь r2 = FV r1 между 
векторными фрагментами r2 и r1  окаймляющих 
итогов заданной матрицы V может быть использо-
вана при проведении расчетов в процессе постро-
ения квартальных счетов производства в режиме 
отчетного квартала. Как отмечалось выше, в этом 
случае вектор r1 представляет собой актуальный 
набор относительно надежных квартальных дан-
ных о выпуске продуктов в отчетном квартале 
текущего года , а в качестве эталона V выступает 
матрица выпуска продукции в соответствующем 
квартале предыдущего года.

Расчет вектора выпуска продуктов в отчетном 
квартале текущего года  предлагается произво-
дить по формуле
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







r
r
r

r
F rV

�
�

�
�
�

�
� �

�

�
�

�

�
�1

2

1

1
,	 (6)

где, как следует из уравнения связи (5), 
F E E GH E E GH EV N L N N N N

� � � �� � � �
�

�1
 – прямоуголь-

ная матрица размерности (N – L) × L. Однако 
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здесь необходимо подчеркнуть, что правомер-
ность предпринятой в (6) замены «историческо-
го» тождества r2 = FV r1, справедливого в рамках 
некоторого интервала времени в прошлом, ли-
нейной моделью  = FV , связывающей актуаль-
ные макроэкономические данные, вообще гово-
ря, не является очевидной и не может быть дока-
зана на основе каких бы то ни было формальных 
утверждений.

Эвристическая оценка погрешности расчетов 
для отчетного квартала

Обоснование возможности практическо-
го использования линейной модели  = FV  для 
комплексирования вектора выпуска продуктов 
в отчетном квартале текущего года опирается 
на следующие соображения. Поочередно под-
ставив одно из равенств (3) в другое, получим два 
характерных уравнения

	 r = GH′r    и    с = H′Gc	 (7)

относительно векторов r и c соответственно.
Как следует из (7), N-мерный вектор-столбец r 

= VeM является собственным вектором квадратной 
матрицы GH′ порядка N, ассоциированным с еди-
ничным собственным значением этой матрицы. 
Аналогично: квадратная матрица H′G порядка M 
также имеет единичное собственное число, ко-
торому соответствует M-мерный собственный 
вектор-столбец c = V′eN. Итак, матрицы GH′ и H′G 
однозначно определяют окаймляющие итоги за-
данной матрицы V и поэтому вполне обоснованно 
могут рассматриваться как важные структурные 
характеристики этой матрицы [здесь следует под-
черкнуть, что GH′ фигурирует в (5) в качестве 
единственного носителя информации о заданной 
матрице V]. Отметим также, что структурные ма-
трицы выпуска G и H играют существенную роль 
в математическом инструментарии анализа «за-
траты-выпуск» [11 и 12].

Разумеется, при  ≠ V и  r E Ve r
N M1 1� �  век- 

тор , рассчитанный по предложенной форму-
ле (6), вообще говоря, не удовлетворяет уравне-
нию  = GH′ , то есть не является собственным 
вектором матрицы GH′. Однако если  = kV, где 
k – произвольный ненулевой скаляр, то структур-
ные характеристики матрицы выпуска остаются 
неизменными, так как

  G V e V kV ke V GN N� � � � �
� �1 1

     
и

  H Ve V kVe kV HM M� � �
� �1 1

.

Далее, при подстановке  = kr1 в (6) имеем 
 = FV   = kFV r1 = kr2, откуда  = kr. Таким образом, 

использование формулы (6) в задаче комплекси-
рования частично известного квартального векто-
ра приводит к получению точного решения в си-
туации, когда экзогенные данные формируются 
на основе гомотетического (пропорционального) 
преобразования исходных данных (более подроб-
ные сведения о гомотетическом тестировании ме-
тодов актуализации векторно-матричных струк-
тур можно найти в [13]).

Вместе с тем ясно, что в общем случае эк-
зогенный подвектор  не является гомоте-
тией r1, а рассчитанный по формуле (6) век- 
тор  не удовлетворяет уравнению  = GH′ . Как 
следствие,  может рассматриваться как век-
тор-столбец строчных сумм неизвестной ма-
трицы , структура которой близка к структуре 
исходной эталонной матрицы V, лишь с неко-
торой погрешностью, характеризующей надеж-
ность результатов выполненных расчетов. Для 
того чтобы получить представление о надеж-
ности решения (6) задачи комплексирования 
частично известного вектора выпуска продук-
тов в отчетном квартале, требуется провести 
количественную оценку различия между векто- 
ром  и N-мерным вектором-столбцом r строч-
ных сумм эталонной матрицы.

Здесь важно сразу же подчеркнуть, что ис-
пользование в этих целях разности  – r не явля-
ется логически обоснованным, поскольку первое 
из уравнений (7) определяет вектор r с точно-
стью до произвольного скалярного множителя. 
Следовательно, на самом деле необходимо оце-
нить различие не между двумя векторами  и r, 
а между вектором  и гомотетическим лучом kr. 
Это можно сделать как на основе тригонометри-
ческого подхода, так и в рамках геометрических 
построений.

Величина угла между  и лучом kr (в радианах) 
определяется по известной формуле:

	
r r

(r r) (r r)r,r



 

�
�

� � �

�

�
�
�

�

�
�
�

arccos 1 2 1 2
.	 (8)
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Значения , близкие к нулю, свидетельствуют 
о высокой надежности решения (6), тогда как 
увеличение  от 0 до π/2 постепенно выводит это 
решение за грань практической приемлемости. 
При проведении расчетов с величиной угла (8) 
удобно связать безразмерный нормированный 
показатель

	 r,r� � 2


,	 (9)

принимающий значения в диапазоне от 0 до 1 и вы-
ражающий  в долях величины прямого угла π/2.

Другой – геометрический – способ оценки 
различия между вектором  и лучом kr опирается 
на операцию ортогонального проектирования 
вектора  на гомотетический луч. Условие ортого-
нальности векторов kr и  – kr, записанное в виде 
равенства нулю их скалярного произведения  
r′(  – kr) = 0, позволяет определить относитель-
ную координату точки проекции на гомотетиче-
ском луче k r r r r� � � � . Построенный в результате 
вектор d r k r� � �

  соответствует минимальному 
отклонению вектора  от точек гомотетического 
луча, а его модуль может служить метрической 
оценкой различия между ними. Таким образом, 
безразмерный нормированный показатель

	 �
� ��

�� �� � �� �
�

�

�
�
�

�

�
�
�

 

 

r k r r k r

r r

1 2

,
  

k
r r
r r� �
�
�
 ,	 (10)

принимает значения в диапазоне от 0 до 1 и в опре-
деленном смысле характеризует степень надеж-
ности решения (6) задачи комплексирования ча-
стично известного вектора выпуска продуктов 
в отчетном квартале текущего года, как и угловая 
мера (9). Из геометрических построений следует, 
что показатель (10) связан с величиной угла (8) 
соотношением r,r� � sin



.

Корректировка квартальных векторов 
выпуска продуктов в отчетном году

Линейную модель r2 = FV r1, связывающую век-
торные фрагменты r2 и r1 окаймляющих итогов 
заданной матрицы V, нетрудно обобщить для кор-
ректировки квартальных счетов производства 
в режиме отчетного года с целью приведения их 
в точное соответствие с годовыми данными о вы-
пуске продукции. Выше отмечалось, что в этой за-

даче в качестве эталонной матрицы V фигурирует 
годовая матрица выпуска продукции в отчетном 
году, а исходная квартальная информация пред-
ставлена построенными ранее квартальными сче-
тами для отчетного года, обычно не согласован-
ными с годовыми данными как количественно, 
так и структурно.

Логика предлагаемой процедуры корректи-
ровки квартальных векторов выпуска продуктов 
в отчетном году заключается в следующем. Необ-
ходимость обеспечить точное соответствие между 
квартальными и годовыми данными о выпуске 
продукции в практической статистической рабо-
те порождает задачу квартальной декомпозиции 
продуктовых окаймляющих итогов годовой ма-
трицы выпуска с привлечением некоторого ко-
личества более или менее надежных экзогенных 
данных в квартальном разрезе, селектируемых 
из построенных ранее квартальных счетов для 
отчетного года с использованием экспертных 
оценок и различных специальных методов [6–8 
и 10]. В результате указанной селекции на прак-
тике обычно оказывается возможным сформиро-
вать набор предварительных оценок квартальных 
выпусков всех или (гораздо чаще) нескольких 
продуктов – оценок относительно надежных, но, 
к сожалению, не согласованных с годовыми от-
четными данными.

Применение к этому набору алгоритмов со-
гласования, разработанных в статье [5], позво-
ляет построить информационное «ядро» для 
последующей компиляции квартальных счетов 
производства для отчетного года, сбалансиро-
ванных с годовыми данными. Формально оно 
может быть представлено в виде прямоугольной 
матрицы R1

 размерности L × T, составленной 
из вычисленных (в процессе упомянутого выше 
согласования) квартальных векторов-столбцов 
выпуска продуктов r t

1  (t = 1 ÷ T) размерности 
L × 1 , где T – число периодов времени (кварта-
лов) в отчетном году, а символ «÷» между ниж-
ней и верхней границами диапазона изменения 
индекса t означает, что этот индекс последова-
тельно пробегает все целочисленные значения 
в указанном диапазоне. Заметим, что порядок 
следования L продуктов в экзогенно сформи-
рованной матрице R1

 должен быть в точности 
таким же, как в верхней части годовой матрицы 
выпуска продукции в отчетном году V; в про-
тивном случае строки одной из матриц следует 
переставить надлежащим образом.
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Пусть, как и ранее, вектор r1 размерности L × 1 
есть подвектор N-мерного столбца строчных сумм 
r = VeM эталонной матрицы V, а вектор r2 размер-
ности (N – L) × 1 является дихотомическим до-
полнением r1 до r. В этих обозначениях соответ-
ствие экзогенной матрицы  годовым данным 
о выпуске продуктов означает, что eT = r1.

Далее, пусть неизвестная матрица  размер-
ности (N – L) × T является дихотомическим до-
полнением  до матрицы квартальных продук-
товых итогов  размерности N × T. Ясно, что она 
должна удовлетворять балансовому условию  

eT = r2. Выше показано, что векторные фраг-
менты r2 и r1 окаймляющих итогов эталонной 
матрицы V связаны матричным соотношени-
ем (5). Подставив уравнения eT = r2 и eT = r1 
в левую и правую части (5) соответственно, 
имеем

	  R e E E GH E E GH E R eT N L N N N N T2

1

1� � � �� � � �
�

�
,	

или

       
 r E E GH E E GH E rt

t

T

N L N N N N
t

t

T

2
1

1

1
1�

�

�

�
� �� � � �� � � � .

	
(11)

Здесь необходимо отметить, что с формаль-
ной точки зрения (11) представляет собой си-
стему N – L линейных уравнений относительно  
(N – L)T > N – L неизвестных компонент T векто-
ров r t

2  размерности (N – L) × 1, t = 1÷T, очевидно 
имеющую бесконечное множество решений и, 
как следствие, не составляющую самостоятель-
ной практической ценности.

Простейший прием превращения системы 
уравнений (11) в однозначно идентифицируемую 
модель заключается в расщеплении (11) на T групп 
по N – L линейных уравнений, в каждой из кото-
рых фигурирует только один подлежащий иден-
тификации неизвестный вектор r t

2  размерности 
(N – L) × 1, t = 1÷T. Выполнив процедуру расще-
пления, получим

 r E E GH E E GH E rt
N L N N N N

t
2

1

1� � � �� � � �
�

�
, t = 1÷T.	 (12)

Важно подчеркнуть, что системы линейных 
уравнений (11) и (12) не являются эквивалент-
ными, хотя единственное решение системы (12), 
конечно же, представляет собой одно из допусти-
мых решений системы (11).

Таким образом, расчет квартальных векторов 
выпуска продуктов в отчетном году r t  предлага-
ется производить по формуле
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, t = 1÷T,	 (13)

где, как и в (5), F E E GH E E GH EV N L N N N N
� � � �� � � �

�

�1
 – 

прямоугольная матрица размерности (N – L) × L. 
Заметим, что если сумма всех T квартальных 

векторов-столбцов выпуска продуктов r t
1  рав-

на годовому вектору r1, то сумма вычисленных 
по формуле (13) векторных оценок r t  в точности 
равняется годовому вектору выпуска продуктов r, 
так как r2 = FV r1. Следовательно, формула (13) 
обеспечивает требуемую сбалансированность 
системы квартальных оценок выпуска продуктов 
с годовыми данными.

Эвристическая оценка погрешности расчетов 
для отчетного года

Нетрудно видеть, что использование форму-
лы (13) в задаче корректировки квартальных век-
торов выпуска продуктов в режиме отчетного 
года обеспечивает получение точного решения 
в ситуации, когда столбцы экзогенной матри-
цы  формируются на основе гомотетического 
(пропорционального) преобразования годового 
вектора выпуска продуктов.

Однако в общем случае каждый из T столб-
цов матрицы не выражается гомотетией век-
тора r1, а рассчитанные по формуле (13) векто- 
ры  r t  не являются собственными векторами ха-
рактеристической матрицы GH′, то есть не удов-
летворяют уравнению r t  = GH′ r t  . Поэтому каж-
дый из столбцов r t  может рассматриваться как 
вектор-столбец строчных сумм неизвестной квар-
тальной матрицы , структура которой близка 
к структуре эталонной годовой матрицы V, лишь 
с некоторой погрешностью, характеризующей 
надежность результатов расчетов по формуле (13) 
для t-го периода времени (квартала).

Для того чтобы получить представление о на-
дежности решения (13) задачи корректировки 
квартальных векторов выпуска продуктов в ре-
жиме отчетного года, требуется провести коли-
чественную оценку различия между системой T 
квартальных векторов r t  (t = 1÷T) и гомотетией 
их суммы – вектора-столбца окаймляющих ито-
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гов r = VeM эталонной (годовой) матрицы выпус- 
ка V. Как и ранее при анализе задачи комплек-
сирования частично известного квартального 
вектора выпуска в режиме отчетного квартала, 
это можно сделать не только в рамках тригоно-
метрического подхода на базе угловой меры (8), 
но и на основе геометрических построений с ис-
пользованием показателя (10).

Угловую меру надежности решения (13) ло-
гично построить путем арифметического усред-
нения T углов между каждым из построенных 
квартальных векторов r t  и годовым вектором 
выпуска r = VeM:

	 T
(r,r )t

t

T

�
�

� �2
1

� ,	 (14)

где β(r, r t) – угол между r и r t, вычисляемый по 
аналогии с (8). Безразмерный показатель (14) из-
меняется в диапазоне от 0 до 1 и выражает сред-
нее значение углов между r t  и r в долях величины 
прямого угла π/2.

Другой способ оценки надежности решения (3) 
связан с операцией ортогонального проектирова-
ния векторов r t  на гомотетический луч kr. Из ус-
ловия ортогональности векторов kr и r t  – kr, за-
писанного в виде равенства нулю их скалярного 
произведения r′( r t  – kr) = 0, можно определить 
относительную координату t-й точки проекции 
на гомотетическом луче k r r r rt t

� � � � , t = 1÷T. 
Каждый из T полученных векторов d r k rt t t� � �

  
соответствует минимальному отклонению век-
тора r t  от точек гомотетического луча, а обоб-
щенной метрической оценкой различия между 
системой T квартальных векторов r t  и лучом kr 
может служить среднее значение модулей векто-
ров d t (t = 1÷T). В связи с этим нетрудно видеть, 
что безразмерный нормированный показатель
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принимает значения в диапазоне от 0 до 1 и в из-
вестном смысле характеризует степень надеж-
ности решения (13) задачи корректировки квар-
тальных векторов выпуска продуктов в отчетном 
году, как и угловая мера (14). В отличие от пре-
дыдущего случая анализа данных для отчетного 

квартала по формулам (9) и (10), измерители (14) 
и (15) не связаны каким-либо функциональным 
соотношением и поэтому являются взаимодо-
полняющими.

Заключительные замечания и практические 
соображения

Важный в практическом отношении вопрос 
об определении верхних границ приемлемости 
решений (6) и (13) в терминах показателей (9), 
(10) и (14), (15) весьма затруднительно разрешить 
на основе теоретических конструкций из обла-
сти математической статистики и эконометрики. 
Представляется, что более или менее исчерпы-
вающий ответ на него можно получить только 
эмпирически, путем проведения массированных 
расчетов на базе фактической статистической 
информации.

По результатам выполненной эксперимен-
тальной апробации разработанных методов ком-
плексирования квартальных векторов выпуска 
продуктов на основе специально подготовленных 
массивов искусственных данных можно утвер-
ждать, что при наблюдаемых уровнях значений 
индикаторов (9), (10) и (14), (15) менее 10% по-
лучаемые решения демонстрируют достаточно 
высокую надежность, а при уровне от 10 до 20% 
их допустимо считать условно надежными.

Значения индикаторов на уровнях выше 20% 
свидетельствуют о весьма значительных структур-
ных сдвигах в экзогенной информации по срав-
нению с эталонными данными, не позволяющих 
рассчитывать на получение сколько-нибудь на-
дежных решений. Вместе с тем исходя из нако-
пленного опыта обработки макроэкономических 
данных есть веские основания полагать, что ве-
роятность столкнуться с подобными явлениями 
на макроуровне в реальной статистической прак-
тике чрезвычайно мала.

Тем не менее если расчетные значения ин-
дикаторов (9), (10) и (14), (15) представляются 
неудовлетворительными, можно попытаться до-
полнить информационное «ядро» проводимых 
вычислений экзогенными квартальными оцен-
ками выпуска того или иного продукта, данные 
о квартальных выпусках которого до сих пор фи-
гурировали в расчетах как эндогенные (разуме-
ется, если первичные статистические данные для 
подготовки такого дополнения имеются).
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Ясно, что при этом в задаче комплексирова-
ния квартального вектора выпуска продуктов 
в режиме отчетного квартала размерность из-
вестного вектора  увеличивается до (L + 1) × 1, 
а размерность неизвестного вектора  умень-
шается до (N – L – 1) × 1. Аналогично в задаче 
корректировки квартальных векторов выпуска 
продуктов в режиме отчетного года размерность 
известной прямоугольной матрицы  возраста-
ет до (L + 1) × T, а неизвестная матрица  теряет 
одну строку и эволюционирует до размерности 
(N – L – 1) × T. Представляется вполне вероят-
ным, что в новом цикле расчетов с измененными 
исходными данными значения индикаторов (9), 
(10) и (14), (15) уменьшатся до удовлетворитель-
ного уровня.

В заключение следует заметить, что изложен-
ные выше методы комплексирования квартальных 
векторов выпуска продуктов на основе структур-
ных характеристик эталонной матрицы выпуска 
без каких бы то ни было препятствий могут быть 
использованы в задачах комплексирования квар-
тальных векторов выпуска отраслей. Для такого 
применения разработанных методов и проведе-
ния расчетов по формулам (6) и (13) необходимо 
подготовить соответствующий набор экзогенных 
квартальных оценок в отраслевом разрезе и транс-
понировать эталонную матрицу выпуска.
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